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Metoda Monte Carlo

● Metoda Monte Carlo polega na wykonaniu 
wielu eksperymentów losowych w celu 
oszacowania wyniku.

● Program Ulam



Definicja prawdopodobie stwa ń
Laplace'a

● Prawdopodobie stwo PA jest równe ń
stosunkowi liczby przypadków sprzyjaj cych ą
wyst pieniu zdarzenia A do wszystkich ą
mo liwych przypadkówż

● Jak na podstawie genetyki otrzyma  ć
stosunek liczby urodze  ch opców do liczby ń ł
wszystkich urodze ?ń



Niesko czona liczba przypadkówń
● Jakie jest prawdopodobie stwo zastania na ń

stacji stoj cego poci gu, je eli wiemy, e ą ą ż ż
poci gi wje d aj  na stacj  co 10 minut i ą ż ż ą ę
stoj  na niej minut ?ą ę

● Paradoks Bertranda:

jakie jest prawdopodobie stwo tego, e na ń ż
chybi  trafi  wybrana ci ciwa ko a b dzie ł ł ę ł ę
d u sza od ramienia trójk ta równobocznego ł ż ą
wpisanego w to ko o?ł

● Program Bertrand



Paradoks Bertranda – rozwi zanie 1ą

Ustalmy kierunek ci ciwy, np. ę
pionowy. Przesuwaj c ci ciw  ą ę ę
od lewa do prawa widzimy, e ż
tylko pomi dzy punktami a i b ę
d ugo  ci ciwy jest wi ksza od ł ść ę ę
po owy rednicy. D ugo  ab ł ś ł ść
jest równa po owie rednicy, ł ś
zatem prawdopodobie stwo ń
jest 1/2.



Paradoks Bertranda – rozwi zanie 2ą

Rozwa my ci ciw  zaczepion  ż ę ę ą
w jednym punkcie. Zmieniaj c jej ą
k t nachylenia wzgl dem ą ę
rednicy w tym punkcie od -90 ś

do +90 stopni dostajemy 
wszystkie mo liwe ci ciwy. Te z ż ę
nich, które tworz  k t od -30 do ą ą
+30 stopni ze rednic  s  ś ą ą
d u sze od po owy rednicy. ł ż ł ś
Zatem szukane 
prawdopodobie stwo wynosi ń
60/180 = 1/3



Paradoks Bertranda – rozwi zanie 3ą

Wybierzmy przypadkowo dwa 
punkty na okr gu cz c je ę łą ą
ci ciw . Pierwszy punkt jest ę ą
dowolny, drugi musi le e  na ż ć
jednej trzeciej okr gu ę
naprzeciwko pierwszego 
punktu, by ci ciwa by a ę ł
odpowiednio d uga. Zatem ł
prawdopodobie stwo wynosi ń
równie  1/3.ż



Paradoks Bertranda – rozwi zanie 4ą

rodek ka dej ci ciwy le y Ś ż ę ż
wewn trz ko a i wyznacza ą ł
jednoznacznie jej po o enie. ł ż
Stosunek cz ci ko a w której ęś ł
le  rodki ci ciw spe niaj cych żą ś ę ł ą
zadany warunek do pola ca ego ł
ko a wynosi 1/4; ta cz  ko a ł ęść ł
jest równie  ko em o promieniu ż ł
równym po owie d ugo ci ł ł ś
promienia du ego ko a.ż ł



Ci gi liczb losowychą

● Czy ci g 0,1,0,1,0,1,... jest losowy?ą
● Napisz na kartce ci g zer i jedynek o ą

d ugo ci 100 znakówł ś
● Policz ile jest w tym ci gu podci gów ą ą

z o onych z trzech, czterech i pi ciu jedynekł ż ę
● Porównaj z wynikami wygenerowanymi przez 

program Bernoulli



Generatory liczb losowych

● Komputery generuj  liczby pseudolosowe, ą
nie losowe

● Wygenerowane liczby powtarzaj  si  po ą ę
pewnym czasie. Im d u szy okres, tym ł ż
lepszy generator. Im lepieje „potasowane” 
liczby, tym lepszy generator.



Prawdopodobie stwo wylosowania ń
ci gów samych jedyneką

● Aby uzyska  samotn  jedynk  w binarnym ć ą ę
ci gu trzeba wyrzuci  po kolei 0,1,0 – ą ć
prawdopodobie stwo ½ * ½ * ½ = 1/8ń

● Aby uzyska  n jedynek w binarnym ci gu ć ą
trzeba wyrzuci  po kolei 0,1, ... ,1,0 – to daje ć
prawdopodobie stwoń

● Zatem prawdopodobie stwo wyrzucenia ń
6,7,8 jedynek pod rz d to odpowiednio ą
1/256, 1/512 i 1/1024
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Deska Galtona

Pochylona deska z 
wbitymi gwo dziami ź
u o onymi w trójk t. ł ż ą
Mo na jej u y  do ż ż ć

wizualizacji 
wielokrotnego 

rzucania monetą



Deska Galtona

● Je eli prawdopodobie stwo skoku w prawo lub ż ń
w lewo na ka dym gwo dziu jest takie samo, ż ź
to prawdopodobie stwo rozk adu na ostatnim ń ł
poziomie dane jest przez trójk t Pascalaą

● Program Galton



Trójk t Pascalaą

Trójk t Pascala powstaje przy obliczaniu n-tej pot gi ą ę
dwumianu. Ka dy wspó czynnik w trójk cie Pascala ż ł ą
równy jest liczbie dróg jakimi mo na do niego doj   ż ść



Wspó czynniki dwumianuł

● Liczby w n-tym wierszu trójk ta Pascala, ą
zwane wspó czynnikami dwumianowymi, ł
oznaczane s  symbolem Newtona ą
i dane s  wzorem:ą

● Zatem prawdopodobie stwa trafienia do ń
odpowiedniej przegródki wynoszą

● Zachodzi

nk= n!
k ! n−k !

p n ,k = n!
2nk ! n−k !

∑k=0

n
p n ,k =1



B dzenie przypadkowełą

● Ruch punktu na prostej lub w przestrzeni o 
dowolnym wymiarze polegaj cy na ą
wykonywaniu kroków o sta ej d ugo ci ł ł ś
losowo w jednym z kilku wybranych 
kierunków.

● Deska Galtona jest równowa na b dzeniu ż łą
przypadkowemu na prostej.



Inne ród a liczb losowychź ł

● Tabele liczb losowych, 
np. rozwini cia liczb normalnychę

● Pomiary fizyczne odpowiednich uk adów ł



Spacery losowe – model dyfuzji

● B dzenie przypadkowe (spacer losowy) w łą
przestrzeni stanowi model dyfuzji i ruchów 
Browna – rozprzestrzeniania si  cz steczek ę ą
w danym rodowisku. ś

● rednia odleg o  od punktu pocz tkowego Ś ł ść ą
ro nie z czasem ś    jak
 

● Program Smoluchowski

tt



Liczby normalne ponownie

● Liczba normalna – liczba, w której 
rozwini ciu w danym uk adzie ka dy blok cyfr ę ł ż
jest tak samo prawdopodobny jak ka dy inny ż
blok tej samej d ugo cił ś

● Rozwijaj  liczb  normaln  w bazie o ą ę ą
podstawie 36 mo emy generowa  losowe ż ć
teksty: 10 cyfr + 26 liter aci skich, albo 35 ł ń
polskich liter i spacja. 

● Przyk ad rozwini cia liczby pi po polsku.ł ę



Prawdopodobie stwo wyst pienia ń ą
dowolnego tekstu

● Trzydziestotomowa encyklopedia Brytannica 
zawiera oko o 30 milionów znaków. ł
Prawdopodobie stwo wyst pienia jej tekstu ń ą
w przypadkowym tek cie wynosi ś

● Prawdopodobie stwo wyst pienia krótkich ń ą
s ów, jak „Budda” wynosi ł

czyli w tek cie d ugo ci 60 mln znaków oba ś ł ś
te s owa powinny wyst pi  przynajmniej razł ą ć

 1 
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Kodowanie tekstów w rozwini ciachę

● Znajdowanie tekstów w rozwini ciach liczb ę
normalnych nie tylko zale y od podstawy ale ż
i od kodowania, tj. od tego co przypiszemy 
danemu symbolowi w rozwini ciuę



Informacja i niepewność

● Matematyczna teoria informacji zajmuje si  ę
pojemno ci  kana u transmisji informacji, ś ą ł
zupe nie abstrahuje od znaczenia, warto ci i ł ś
sensu przekazywanej informacji.

● Informacja i niepewno  to dwie strony tego ść
samego medalu: zdobywaj c informacj  ą ę
usuwamy niepewno  i na odwrót, trac c ść ą
informacj  powi kszamy niepewno .ę ę ść

● Im wi ksza niepewno  co do ę ść
poszukiwanego wyniku,  tym wi cej ę
informacji zdobywamy poznaj c ten wynik.ą



Bit

● Miar  informacji jest ą bit – skrót od binary 
digit. Jest to miara informacji otrzymanej w 
odpowiedzi na elementarne pytanie, to jest 
pytanie na które odpowied  mo e brzmie  ź ż ć
tylko „tak” lub „nie”. 

● Wi ksze jednostki to ę
bajt, kilobajt, megabajt, itd.

● UWAGA: 
kilometr to 1000=103 metrów
kilobajt to 1024 = 210 bajtów



Wzór Shannona

● Zawarto  informacyjna przekazu z o onego z ść ł ż
n znaków wyra ona jest przez ż
prawdopodobie stwa wyst powania tych ń ę
znaków pi 

● Wielko  ść H oznacza informacj  mierzon  w ę ą
bitach. Nazywa si  j  ę ą entropi  informacyjną ą .

H=−∑
i=1

n

pi log2  pi



P log(P)



W asno ci informacjił ś

● Informacja, jaka mo e by  zawarta w danym ż ć
ci gu znaków jest proporcjonalna do d ugo ci ą ł ś
tego ci gu. (Informacja jest wielko ci  ą ś ą
ekstensywną)

● Przyjmijmy, e informacja jest zapisana w ż
alfabecie binarnym (0,1)

● S owem binarnym jest ci g zer i jedynek o ł ą
d ugo ci N. Liczba N mierzy obj to  no nika ł ś ę ść ś
informacji. Informacja zawarta w s owie jest ł
proporcjonalna do N.



Dlaczego logarytm

● Wybieramy jednostk  informacji tak, e ę ż

Informacja H = D ugo _s owa_binarnegoł ść ł

Przy takim wyborze s owo z o one z jednego ł ł ż
znaku niesie jeden bit informacji.

● Istnieje 2N s ów binarnych o d ugo ci N ł ł ś
znaków. Zatem 

D ugo _s owa = logł ść ł 2 (Liczba_s ów)ł



Dlaczego logarytm cd

● Je eli prawdopodobie stwo wyst pienia ż ń ą
ka dego s owa jest takie samo, to wynosi ż ł
ono  
                  p=1/Liczba_s ówł

● Wobec tego informacja zawarta w 
pojedynczym s owie wynosił

                      H = - log2 (p)



Gra w 20 pytań

● Miara informacji jest równa liczbie pyta  ń
potrzebnych do odgadni cia s owaę ł

● Rozwa my uproszczon  sytuacj , kiedy jest ż ą ę
2N równoprawdopodobnych s ów o d ugo ci ł ł ś
N. Ponumerujmy je wszystkie liczbami 
naturalnymi od 1 do 2N. 

● Mamy 2N zakrytych komórek. W jednej z nich 
jest „skarb”. Znalezienie „skarbu” jest tym 
samym co odgadni cie s owa.ę ł



Najprostsza strategia



20 pyta  cdń

● Liczba pyta  potrzebna do uzyskania pe nej ń ł
informacji równa jest pocz tkowej ą
niepewno ciś

● Na ogó  prawdopodobie stwa wyst pienia ł ń ą
ró nych s ów nie s  takie same. ż ł ą

● Kiedy mamy odgadn  s owo postaci KU_A ąć ł
nie wiemy, czy jest to KUFA, KULA, KUMA, 
KUNA, KUPA czy KURA. 

● Kiedy mamy s owo postaci W_T, to nie ma ł Ś
problemu.



Rozk ad 1ł
● Rozwa my skarb ukryty w jednej z 4 ż

komórek, z prawdopodobie stwami ń
p1 = 0.5, p2 = 0.25, p3 = 0.125, p4 = 0.125

● Pierwotna strategia daje rednio 2 pytania do ś
osi gni cia sukcesuą ę

● Lepsza  strategia: 
– Czy skarb jest w pierwszej komórce?
– Czy skarb jest w drugiej komórce?
– Czy skarb jest w trzeciej komórce?

● rednio prowadzi ona do Ś
    1*0.5+2*0.25+3*0.25=7/4 < 2 pytań
zatem jest lepsza od bisekcji.



Rozk ad 2ł

● Rozwa my rozk ad 6 komórkowy:ż ł
p1 = 1/3,     p2 = 1/5,   p3 = 1/5, 
p4 = 2/15,   p5 = 1/15, p6 = 1/15 

rednia liczba Ś
pyta  wynosi tu ń
37/15



Rozk ad 2 – druga strategiał

● Rozwa my rozk ad 6 komórkowy:ż ł
p1 = 1/3,     p2 = 1/5,   p3 = 1/5, 
p4 = 2/15,   p5 = 1/15, p6 = 1/15 

rednia liczba Ś
pyta  wynosi tu ń
36/15



Optymalna strategia 
– algorytm Huffmana

● Z pocz tkowego rozk adu pą ł 0
1, p

0
2, ..., p

0
n 

wybieramy dwa najmniej prawdopodobne 
zdarzenia p0

i oraz p0
j.

● czymy je w jedno o prawdopodobie stwie Łą ń
p1

k, mamy nowy rozk ad pł 1
1, p

1
2, ..., p

1
n-1 

● Powtarzamy procedur  n-1 razyę
● W ten sposób, od do u, powstaje optymalne ł

drzewo pyta .ń



Przyk ad dzia ania strategiił ł

● Zaczynamy od rozk adu pł 0
1=1/3, p0

2=1/5, 
p0

3=1/5, p0
4=2/15, p0

5=1/15, p0
6=1/15

● czymy pŁą 0
5 i p

0
6 w p1

5. Dostajemy:
p1

1=1/3, p1
2=1/5, p1

3=1/5, p1
4=2/15, p1

5=2/15
● czymy pŁą 1

4 i p
1

5 w p2
4. Dostajemy:

p2
1=1/3, p2

2=1/5, p2
3=1/5, p2

4=4/15
● czymy pŁą 2

2 i p
2

3 w p3
3. Dostajemy:

p3
1=1/3, p3

2=4/15, p3
3=6/15

● czymy pŁą 3
1 i p

3
2 w p4

2. Dostajemy:
p4

1=9/15, p4
2=6/15



Rozk ad 2 – trzecia strategiał

● Rozwa my rozk ad 6 komórkowy:ż ł
p1 = 1/3,     p2 = 1/5,   p3 = 1/5, 
p4 = 2/15,   p5 = 1/15, p6 = 1/15 

rednia liczba Ś
pyta  wynosi tu ń
równie  36/15ż



Porównanie dwóch ostatnich strategii

● Rozwa my rozk ad 6 komórkowy:ż ł
p1 = 1/3,     p2 = 1/5,   p3 = 1/5, 
p4 = 2/15,   p5 = 1/15, p6 = 1/15 

rednia liczba pyta  wynosi dla obu strategii 36/15Ś ń



rednia informacjaŚ

● Nasze rozwa ania pokazuj , e entropia ż ą ż
Shannona mierzy redni  informacj  ś ą ę
obliczon  w przypadku, gdy znane s  ą ą
wszystkie prawdopodobie stwa elementarne.ń

● Ogólne twierdzenie o bezszumowym 
kodowaniu mo emy sformu owa  tak:ż ł ć

Nie istnieje strategia o rednio mniejszej ś
liczbie pyta  ni  entropia Shannonań ż



Do wiadczenia Hymanaś

● R. Hyman pokaza , e czas reakcji na ł ż
bod ce o okre lonej zawarto ci informacji ź ś ś
jest proporcjonalny do entropii Shannona.

● Program Hyman



U yte programyż

● Ulam
● Bertrand
● Bernoulli
● Galton
● Poe
● Smoluchowski
● Shannon
● Huffman
● Hyman


