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Uk ad dynamicznył

● Uk adł : zbiór obiektów, których zmiany w 
czasie chcemy badać

● Dynamiczny: zmieniaj cy si  w czasie ą ę
zgodnie z pewn  reguą łą



Typy uk adów dynamicznychł
● Uk ady deterministyczneł
– Uk ady autonomiczneł
– Uk ady zale ne od czasuł ż

● Uk ady losowe (stochastyczne)ł



Przyk ad 1: Wyborcył
● Stan uk aduł : Preferencje wyborcze grupy 

respondentów
● Ewolucja: Zmiany preferencji nast puj  na ę ą

skutek kontaktów mi dzyludzkichę



Przyk ad 2: P atek niegu ł ł ś
● Automat komórkowy na sieci o strukturze 

plastra miodu
● Ten sam stan pocz tkowy zawsze daje ten ą

sam stan ko cowy (uk ad deterministyczny)ń ł



P atek nieguł ś

Regu a: Nowy fragment powstaje w komórce sieci, ł
która ma dok adnie jednego zmarzni tego s siada ł ę ą



P atek nieguł ś



Ewolucja uk adu dynamicznegoł
● Rozwój w czasie uk adu dynamicznego ł

opisuje równanie ewolucji w postaci wzoru 
iteracyjnego

● Xn i Xn+1 opisuj  stan uk adu w chwili ą ł n i n+1
● Fp okre la jakim zmianom ulega stan uk adu ś ł

w kolejnych krokach iteracji

X n1=F p X n



Przyk ad 3: algorytm Newtonał
● Jak policzy  pierwiastek z a?ć
● Nale y wybra  dowoln  liczb  i iterowa  j  ż ć ą ę ć ą

zgodnie z regu  łą

● Dlaczego? 
Je eli           to             , a wi cż ę
i na odwrót.            

xn1=
1
2xn axn

xa a∗xa a
x
a



Przyk ad 3: pierwiastek z 2ł
● We my xź 0=2
● Wtedy 
– x1=1,5

– x2=1,416

– x3=1,414215

– X4=1,414213562374

– x5=1,414213562373095048801689

– ...
● I tak dalej



Kilka poj  ęć
● Punkt sta ył : stan uk adu, który si  nie zmienia ł ę

z czasem
● Atraktor: stan, do którego uk ad d y z ł ąż

czasem
● Dorzecze (basen) atraktora: zbiór stanów 

pocz tkowych, które d  do danego ą ążą
atraktora 



Przyk ad basenów atraktorał

● Rozwa my odwzorowanie p aszczyznyż ł

● To odwzorowanie ma trzy atraktory: 
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Baseny
pierwiastków 

jedynki



Model Ehrenfesta: psy i pch ył

● N pche  siedzi na dwóch psach: na Azorze Ał n, 
a na Burku Bn 

● Co chwil  jedna z pche  podejmuje decyzj  o ę ł ę
przeskoku z jednego psa na drugiego

● Jak zmienia si  rozk ad pche ?ę ł ł
An+1 = An – 1 z prawdopodobie stwem Ań n/N
An+1 = An + 1 z prawdopodobie stwem (N-Ań n)/N



Determinizm a losowość

● Wi kszo  procesów w przyrodzie ma ę ść
sk adowe deterministyczn   i losowł ą ą

● Je eli „szum” jest niedu y, modelujemy uk ad ż ż ł
jako ci le deterministycznyś ś

● Je eli „szum” jest dominuj cy, modelujemy ż ą
uk ad jako proces stochastycznył



W ogólno ciś
● Jeste my bez szans...ś



Chaos deterministyczny

● Proste iteracje odwzorowa :ń
– Funkcja liniowa
– Funkcja logistyczna

● Uk ady z ci g ym czasemł ą ł
● Wp yw topologii na ewolucjł ę



Przyk ad: funkcja liniował

● Rozwa my populacj  much. Oznaczmy ż ę
liczb  much w roku ę n-tym przez xn . Za ó my, ł ż
e na ka d  much  w pokoleniu n rednio ż ż ą ę ś

przypada R much w pokoleniu nast pnym. ę
Wtedy ewolucja much jest dana przez:

xn1=R xn
xn=R

n x 0



Przyk ad: funkcja liniował

● Sta y wzrost (ł R>1)

● Sta y rozpad (ł R<1)



Model liniowy jest zbyt du ym uproszczeniem. ż
Wzrost populacji zwykle ograniczony jest przez 
czynniki zewn trzne: drapie ców, ograniczone ę ż
zasoby, itp. Bior c pod uwag  sko czon  ilo  ą ę ń ą ść
dost pnego po ywienia dostajemy model zwany ę ż
logistycznym. Je eli wzrost R jest pomniejszony ż
o wielko  proporcjonaln  do xść ą n to dostajemy:

Przyk ad: funkcja logistycznał

xn1=R−a xn x n
yn1=r 1 − yn yn



Szereg czasowy

● W obszarze 
regularnym 
(r = 2.5)

● W obszarze 
regularnym 
(r = 3.2)



Szereg czasowy

● W obszarze 
regularnym 
(r = 3.5)

● W obszarze 
chaotycznym 
(r = 3.7)



Wykres bifurkacyjny

● Dla mapy logistycznej



Chaos deterministyczny

● Czu a zale no  od warunków pocz tkowych: ł ż ść ą
Rysunek pokazuje ró nic  mi dzy histori  ż ę ę ą
dwóch populacji ró ni cych si  pocz tkowo o ż ą ę ą
0.0000001



Iteracje p aszczyznył

● Przyk ad dwuwymiarowy: mapa Henonał

xn1=A− xn
2 B yn

yn1=xn



Dziwny atraktor

Dla pewnych 
warto ci ś
parametrów A i B, 
mapa Henona d y ąż
do atraktora, który 
jest fraktalem. Taki 
atraktor nazywamy 
dziwnym.



Prawdopodobie stwo odwiedzin ń
obszarów na atraktorze



Typowe atraktory

● Punkty sta eł
● Cykle okresowe
● Dziwne atraktory (fraktale)



Uk ady z ci g ym czasemł ą ł

● Wi kszo  interesuj cych uk adów zmienia ę ść ą ł
si  w czasie w sposób ci g y. Modelujemy to ę ą ł
za pomoc  ą równa  ró niczkowychń ż . 
Równania te okre laj  szybko  zmian ś ą ść
parametrów uk adu w funkcji tych ł
parametrów. Na przyk ad szybko  zmian ł ść
po o enia joja jest funkcj  jego pr dko ci, ł ż ą ę ś
po o enia, oraz przy o onej si y (ruch r k ). ł ż ł ż ł ę ą

● Aby w uk adach z ci g ym czasem pojawi  si  ł ą ł ł ę
chaos, potrzebne s  co najmniej 3 zmienne.ą



Przyk ad: równania Lorenzał

● Uproszczony model konwekcji w atmosferze:

● ε to mała liczba określająca precyzję czasową 
zmian stanu układu

xn1=xn10 yn−xn
yn1= yn28 xn− yn−xn zn

z n1=zn−8
3
znxn yn



Samopodobie stwoń
● Figura jest samopodobna, je eli mo na j  ż ż ą

podzieli  na cz ci podobne do ca o cić ęś ł ś
● Przyk ady:ł
– Trójk tą
– Kwadrat
– Odcinek



Fraktale

● Fraktal: zbiór samopodobny o „nieca kowitym ł
wymiarze”

● Przyk ady fraktali to:ł
– Zbiór Cantora
– Krzywa Kocha
– Trójk t Sierpi skiegoą ń



Przyk ad: zbiór Cantorał
● Wycinamy rodkow  jedn  trzeci  danego ś ą ą ą

odcinka
● Stosujemy t  procedur  do ka dej ą ę ż

otrzymanej cz cięś
● Po (niesko czenie) wielu powtórzeniach ń

otrzymamy zbiór Cantora



Przyk ad: krzywa i p atek Kochał ł



Przyk ad: trójk t Sierpi skiegoł ą ń
● Metoda 1: wycinamy coraz to mniejsze 

trójk ty ze zbioru pocz tkowegoą ą
● Metoda 2: u ywamy dost pnej struktury w ż ę

kroku N do konstrukcji kroku N+1 po czym 
skalujemy



Trójk t Sierpi skiegoą ń



Fraktale losowe
● Losowe zbiory Cantora
● Losowe trójk ty ą

Sierpi skiegoń
● Wi kszo  fraktali ę ść

spotykanych w 
przyrodzie



Wymiar fraktalny

● Opisuje skalowanie masy uk adu przy ł
zmianie skali d ugo ci ł ś

● Wymiar prostych zbiorów zero-, jedno- i 
dwuwymiarowych

● Porównanie z fraktalami 

N ≈C −D

D=lim0
ln N 
ln 1/



Wymiar
fraktalny



Fraktale a uk ady dynamiczneł

● Zbiory niezmiennicze (atraktory, np. atraktor 
Henona, atraktor Lorenza)

● Granice zbiorów przyci gania (np. brzegi ą
basenów pierwiastków jedynki dla metody 
Newtona)



Konstrukcja zbioru Mandelbrota

● Rozwa my odwzorowanież

● Kolejne iteracje (punkty) 
– Albo rosn  nieograniczenie („uciekaj  do ą ą

niesko czono ci”),ń ś
– Albo nie wychodz  poza ko o o rodku w (0,0) ą ł ś

i promieniu 2.
● Zbiór punktów drugiego typu to uk ż

Mandelbrota

xn1=xn
2 − yn

2 x0 

yn1=2 xn yn y0



uk MandelbrotaŻ



Literatura

● „Czy Bóg gra w ko ci”ś  Ian Stewart
● „Chaos" James Gleick
● „Granice chaosu. Fraktale” 

Peitgen, Jürgens, Saupe
● „Fraktale” Piotr Piera skiń
● „Wst p do dynamiki uk adów chaotycznych”ę ł  

Baker, Gollub
● „Chaos w uk adach dynamicznych”ł  Ed Ott
● „Understanding nonlinear dynamics” 

Kaplan, Glass



U yte programyż

● Feigenbaum
● Lorenz
● Sierpinski
● Mandelbrot



ród aŹ ł

● http://www.wiw.pl/modelowanie/ 


