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Grafy i sieci

● Mosty Królewca: w asno ci topologiczneł ś
● Problem komiwoja era: w asno ci metryczneż ł ś
● J zyki naturalne: opis obiektów ę

niesko czonychń
● Ma e wiaty i inne siecił ś



Mosty Królewca
● Czy mo na przej  Królewiec przechodz c ż ść ą

ka dy most dok adnie raz?ż ł



Mosty Królewca
● Czy mo na usun  jeden most tak by da o ż ąć ł

si  przej  Królewiec przechodz c ka dy ę ść ą ż
most dok adnie raz?ł

● Czy z ka dego miejsca mo na wtedy ż ż
wykona  pe en spacer?ć ł



Graf reprezentuj cy mosty Królewcaą
● Potrzebujemy informacji o po czeniach łą

poszczególnych obszarów l duą
● W asno ci obiektu, które nie zmieniaj  si  ł ś ą ę

przy jego odkszta ceniach (bez rozrywania) ł
to w asno ci topologiczneł ś

● Mosty Królewca mo na reprezentowa  przy ż ć
pomocy grafu

● Cykl Eulera



Grafy eulerowskie i pó eulerowskieł



Graf
● Punkty oznaczaj ce obszary l du to ą ą

wierzcho ki grafuł
● Po czenia mi dzy obszarami (mosty) to łą ę

kraw dzie grafuę
● Minimalny model grafu sk ada si  z ł ę

wierzcho ków i kraw dzi.ł ę



Inne typy grafów

● Minimalny model grafu mo na rozbudowa :ż ć
– Przypisuj c ka demu z wierzcho ków lub ą ż ł

kraw dzi etykiet  (napis) lub wag  (liczb  ę ę ę ę
rzeczywist )ą

– Ustalaj c kierunek kraw dzi (np. ulice ą ę
jednokierunkowe) – graf skierowany

– Drzewa to spójne (= niepodzielne bez przeci cia ę
kraw dzi) grafy nie zawieraj ce cykli ę ą
(= zamkni tych dróg)ę



Przyk ad drzewał
Cz sto wyró niamy jeden ę ż

z w z ów drzewa ę ł
nazywany korzeniem. 
Wtedy ka dy w ze  w ż ę ł
drzewie ma dok adnie ł

jednego s siada, który jest ą
bli ej korzenia od niego. ż

Ten s siad nazywa si  ą ę
jego rodzicem, pozostali 
s siedzi to ą dzieci. W ze  ę ł

bezdzietny nazywa si  ę
li ciemś .



Problem 
komiwoja eraż

● Która droga 
jest najlepsza 
(najkrótsza)?

● minimalny cykl 
Hamiltona



Problem komiwoja eraż

● Nie istnieje efektywny algorytm rozwi zuj cy ą ą
bezb dnie problem komiwoja era dla łę ż
du ych grafów w krótkim czasież

● Problem NP-zupe nył
● Istniej  za to efektywne algorytmy ą

heurystyczne, które szybko przybli aj  ż ą
najkrótsz  drogą ę



J zyki naturalneę

● Graf generuj cy podzbiór zda  j zyka ą ń ę
polskiego

● Inne przyk ady automatów sko czonych (np. ł ń
sieci boolowskie) 



Sieci to te  grafyż
● Przyk ady sieci: Internet, ekosystem, ł

spo eczno , znajomi,sie  energetyczna, itd.ł ść ć
● Struktura sieci
● Ewolucja sieci
● Ewolucja na sieci



Sieci neuronowe – plan wyk aduł

● Neuron – komórka mózgu
● Dwuwarstwowy perceptron jako przyk ad ł

sztucznej sieci neuronowej
● Uczenie sieci neuronowych
● Modele neuronu



Kilka faktów o neuronach

● Oszacowano, e ż
– Cia o komórkowe typowego neuronu ł

ma od 10 do 50μm.  
– Typowa komórka korowa w mózgu myszy 

ma akson d ugo ci oko o 40mm ł ś ł
i oko o 10mm kabla dendrytowego. ł

– Na 1mm d ugo ci aksona przypada ł ś
oko o 180 po cze  synaptycznych. ł łą ń

– Dendryty rednio maj  dwa po czenia ś ą łą
na 1μm d ugo ci. ł ś



Komórka neuronalna

● Typowe neurony
A.Komórka 

piramidalna
korowa

B.Komórka 
mó d każ ż

C.Gwia dzista ź
komórka
kory mózgowej
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Przekrój 
neuronu



Wn trze niepobudzonego neuronu ma potencja  ok. -70 mV ę ł
wzgl dem rodowiska mi dzykomórkowego. Jest to wynikiem ę ś ę
dwóch mechanizmów:

● Aktywnego transportu biochemicznego dodatnich jonów 
sodu na zewn trz komórkią
● Dyfuzji tych jonów z powrotem na skutek gradientu 
elektrycznego

Jak dzia a neuron?ł

ZEWN.

BŁONA

WEWN.

PRĄDY JONOWE UPŁYWU SĄ RÓWNOWAŻONE PRZEZ 
DZIAŁANIE POMPY SODOWO-POTASOWEJ

Oba procesy 
równowa  si  żą ę
w a nie przy napi ciu ł ś ę
spoczynkowym oko o ł
-70mV.



BŁONA

ZEWN.

WEWN.

BŁONA PRZEPUSZCZALNA TYLKO DLA K+ 

GRADIENT
ELEKTRYCZNY

POLA K
DO KOMÓRKI

+

POTENCJAŁ
SPOCZYNKOWY
GENEROWANY
W WYNIKU
GRADIENTU
STĘŻEŃ

GRADIENT
STĘŻEŃ

WYRZUCA
Z KOMÓRKI

POWSTAŁE
NAPIĘCIE
NA BŁONIE
WYWOŁUJE
RUCH K
DO ŚRODKA

+

Ln



Potencja  czynno ciowy (iglicowy)ł ś

Wstrzykuj c do komórki jony ą ujemne  zwi kszamy napi cie na ę ę
b onie (ł hiperpolaryzacja). Wstrzykuj c jony ą dodatnie 
zmniejszamy napi cie na b onie (ę ł depolaryzacja). 
Z chwil  gdy napi cie na b onie przekroczy pewn  warto  ą ę ł ą ść
progow  depolaryzacji, jego dalsza zmiana przestaje by  ą ć
proporcjonalna do bod ca – otwieraj  si  kanaliki jonowe dla ź ą ę
sodu, który b yskawicznie wp ywa do wn trza komórki ł ł ę
powoduj c krótkotrwa  (ok. 1 ms) zmian  polaryzacji b ony, ą łą ę ł
nazywan  ą potencja em czynno ciowymł ś  lub iglicowym. 
Kiedy na skutek wp ywu jonów ł sodu  polaryzacja b ony zmieni ł
znak, otwieraj  si  kanaliki jonowe ą ę potasu, który wyp ywa z ł
komórki neutralizuj c zmiany napi cia i przywracaj c jego ą ę ą
pocz tkowy poziom.ą
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Generacja potencja u czynno ciowegoł ś



Potencjał
czynno ciowyś



Kodowanie bod caź

Pobudzanie komórki coraz silniejszymi pr dami ą
depolaryzuj cymi powoduje skracanie czasu ą
potrzebnego do powstania kolejnej iglicy, nie 
zmieniaj c jej amplitudy. Zatem ą si a bod ca jest ł ź
kodowana cz stotliwo ci  iglic generowanych ę ś ą
na b onieł .



Kodowanie bod ca cz stotliwo ciź ę ś ą
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Potencja  czynno ciowy w warunkach ł ś
fizjologicznych powstaje przy wzgórku 
aksonowym, gdzie jest najni szy próg ż
pobudzenia. St d, iglice propaguj  si  wzd u  ą ą ę ł ż
aksonu z zachowaniem amplitudy i cz sto ci ę ś
do jego zako cze .ń ń
Akson ma cz sto odga zienia boczne, a na ę łę
ka dym ko cu tzw. drzewko aksonowe, dzi ki ż ń ę
którym mo e przekazywa  pobudzenie kilku ż ć
komórkom postsynaptycznym.  

Transport informacji
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Synapsa

Zako czenie aksonu (ń kolbka synaptyczna) 
zawiera zapas neurotransmitera, który 
wyzwala si  w momencie depolaryzacji kolbki ę
aksonu przez potencja  czynno ciowy. ł ś
Neurotransmiter wychodzi do szczeliny 
mi dzysynaptycznej, dyfunduje w kierunku ę
b ony neuronu postsynaptycznego, czy si  z ł łą ę
ni , przy czym zmienia na pewien czas jej ą
przepuszczalno  i polaryzacj .ść ę



Synapsa



Dendryty

W zale no ci od rodzaju neurotransmitera ż ś
napi cie na b onie dendrytu maleje albo ro nie. ę ł ś
Poniewa  potencja  progowy pobudzenia b ony ż ł ł
dendrytu jest znacznie wy szy ni  w aksonie, ż ż
depolaryzacja b ony nie wywo uje iglicy ale ł ł
propaguje si  w stron  cia a komórkowego ze ę ę ł
stratami (amplituda maleje). Potencja  ten ł
zanika w czasie od kilku do kilkunastu sekund. 
Je eli w tym czasie nadejdzie kolejny impuls od ż
tej samej lub innej komórki, sumuj  si  one. ą ę



Wolny potencjał

Analogow  zmian  potencja u postsynaptycznego b ony cia a i ą ę ł ł ł
dendrytów neuronu w wyniku docieraj cych kolejnych porcji ą
neurotransmitera nazywamy wolnym  potencjałem. Jest  on 
proporcjonalny do cz stotliwo ci iglic w zako czeniu aksonu.ę ś ń  
Podobnie sumuj  si  hamulcowe potencja y postsynaptyczne, ą ę ł
tylko wi ksza aktywnoę ść  komórki hamulcowej presynaptycznej 
zmniejsza wolny potencjał dendrytu postsynaptycznego, zatem 
komórki hamuj ce w pewnym sensie zmieniaj  znak informacji.ą ą
Gdy suma dyfunduj cych do wzgórka aksonowego pr dów ą ą
jonowych jest dodatnia, b ona ulega depolaryzacji, a gdy ł
potencja  przekroczy warto  progow , mo e zapocz tkowa  ł ść ą ż ą ć
aktywacj  potencja ów czynno ciowych.ę ł ś
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Waga synaptyczna

Ka de po czenie synaptyczne mi dzy komórkami wytwarza ż łą ę
potencja y postsynaptyczne o charakterystycznej wielko ci. Ich ł ś
amplituda zale y od aktualnej liczby kontaktów synaptycznych ż
drzewka aksonowego z komórk  postsynaptyczn  oraz od ą ą
procesów plastycznych, które mog y zmieni  efektywno  tych ł ć ść
kontaktów w inny sposób. 
Udzia  danego potencja u postsynaptycznego w wytwarzaniu ł ł
potencja u czynno ciowego neuronu nazywa si  wag  ł ś ę ą
synaptyczn . Dla charakterystyki sieci w danej chwili zak ada ą ł
si , e jest ona sta a, w rzeczywisto ci zmienia si  ona z ę ż ł ś ę
czasem. Zmiana wag synaptycznych prowadzi do trwa ej ł
reorganizacji struktury sieci neuronowej i le y u pod o a ż ł ż
mechanizmów uczenia si  i pami ci. ę ę



Podsumowanie neuronu

Przeszli my tak przez ca y transfer informacji od potencja ów ś ł ł
czynno ciowych generowanych w jednym neuronie, przez ś
synaps , do nast pnego neuronu. Widzimy, e w pierwszym ę ę ż
przybli eniu mo na przyj , e sie  nerwowa dzia a wed ug ż ż ąć ż ć ł ł
prostej zasady sumowania wp ywów pobudzaj cych i ł ą
hamuj cych, a wynikiem tej operacji jest wolny potencja  ą ł
neuronu. Ten podstawowy model transportu informacji jest 
u ywany w teorii sztucznych sieci neuronowych, o których ż
b dzie mowa dalej.ę



Sztuczne sieci neuronowe 

Sieci neuronowe  to modele obliczeniowe, których 
funkcjonalno  i struktura wzorowana jest na mózgu. ść
Charakteryzuje je:
●  Rozproszone i równoleg e przetwarzanie informacji ł
●  Odporno  na uszkodzenia cz ci elementówść ęś
●  Mo liwo  uczeniaż ść



Sztuczny neuron

Podstawowym elementem sztucznych sieci neuronowych jest 
najprostszy model neuronu, którego stan odpowiada 
cz stotliwo ci potencja ów czynno ciowych komórki.  Sieci ę ś ł ś
neuronowe sk adaj  si  z po czonych sztucznych neuronów. ł ą ę łą
Po czenia odpowiadaj  synapsom, z ka dym jest skojarzona łą ą ż
pewna waga, odpowiednik wagi synaptycznej. Kiedy sygna  ł
przechodzi przez po czenie, mno ony jest przez wag . łą ż ę
Sztuczny neuron na wyj ciu podaje wa on  sum  ś ż ą ę
przychodz cych sygna ów, któr  czasem dodatkowo si  ą ł ą ę
moduluje (funkcj  aktywacjią ). 



Sieci neuronowe

Sieci neuronowe jednokierunkowe (feedforward neural 
networks) s  budowane warstwowo. Sk adaj  si  z warstwy ą ł ą ę
wej ciowej, która odpowiada neuronom sensorycznym, i ś
wyj ciowej, która odpowiada neuronom motorycznym. Cz sto ś ę
tak e z kilku tzw. warstw ukrytych, które odpowiadaj  ż ą
interneuronom uk adu nerwowego.ł
Kiedy chcemy rozwi za  dany problem przy pomocy sieci ą ć
neuronowej napotykamy dwa g ówne problemy:ł
● Jak zaprojektowa  sie  (znale  graf skierowany ć ć źć
reprezentuj cy sie )ą ć
● Jak nauczy  sie  (dobra  wagi by sie  wykonywa a dane ć ć ć ć ł żą
zadanie)
Nie wiemy jak natura rozwi zuje te problemy (ewolucja), nie ą
mamy te  ogólnej metody konstrukcji sztucznych sieci ż
neuronowych.



● Najprostsz  i najpopularniejsz  sieci  neuronow  jest ą ą ą ą
perceptron wielowarstwowy. Jest sieci  jednokierunkow  ą ą
(feedforward), to znaczy nie zawieraj c  cykli. Informacja ą ą
podana jej na wej ciu przechodzi tak  sie  raz i stabilizuje ś ą ć
si  na wyj ciu.ę ś

Perceptrony

Warstwa wyj ciowaś

Warstwa ukryta

Warstwa wej ciowaś

Perceptron dwuwarstwowy



Jak dzia a perceptron?ł
● Ustaw stan S

i

1   ka dego w z a ż ę ł N
i

1 warstwy wej ciowej na ś I
i

– i-t  sk adow  sygna u wej ciowegoą ł ą ł ś
● W ka dej warstwie ż k, od drugiej do wyj ciowej (warstwa nr ś

M):
– W ka dym w le ż ęź N

i
k  w warstwie k  policz wa on  sum  ż ą ę

wchodz cych sygna ów, zastosuj funkcj  aktywacji ą ł ę f; wynik 
przypisz stanowi S

i
k tego w z a. Inaczej mówi cę ł ą

gdzie L
k-1

 to liczba w z ów w warstwie ę ł k-1, w
j,i

k-1  jest wag  ą
po czenia od w z a łą ę ł N

j
k-1 do w z a ę ł N

i
k

● Skopiuj stan S
i

M ka dego w z a ż ę ł N
i

M  na O
i
 – i-t  sk adow  sygna u ą ł ą ł

wyj ciowego.ś

S i
k= f ∑

j=1

Lk−1

w j , i
k−1S j

k−1



Przyk ad: regu a XORł ł

● W roku 1969 M. Minsky 
i S. Papert udowodnili, 
e aden perceptron ż ż

jednowarstwowy nie 
mo e wyliczy  funkcji ż ć
XOR. Okaza o si , e ł ę ż
dwuwarstwowy 
perceptron potrafi to 
zrobi .ć



Perceptron XOR w akcji



Uczenie sieci
● Uczenie sieci polega na zmianie wag sieci tak, by 

funkcjonowa a w po dany sposób. Na ogó  mamy na my li ł żą ł ś
automatyczne dopasowywanie wag zgodnie z pewnym 
algorytmem uczenia. 

● Wyró niamy trzy typy uczenia sieci: ż
– Supervised learning (uczenie z nauczycielem)
– Reinforcement learning (uczenie z forsowaniem): 

oceniamy sie  na podstawie tego, jak sobie radzi z ć
zadaniem

– Unsupervised learning (uczenie bez nauczyciela, 
samouczenie): sie  nie dostaje adnych wskazówek jak ć ż
ma dzia a ; na ogó  takie sieci ucz  si  dzieli  grup  ł ć ł ą ę ć ę
sygna ów wej ciowych na klasy sygna ów o „podobnym” ł ś ł
charakterze.



Supervised learning
● Uczenie z nauczycielem polega na prezentacji sieci par 

wej cie – po dane wyj cie. Wagi s  tak zmieniane by ś żą ś ą
minimalizowa  funkcj  b du. Sposób minimalizacji i funkcja ć ę łę
b du zasadniczo okre laj  algorytm uczenia. Do łę ś ą
najpopularniejszych metod nale  żą perceptron learning 
rule (PLR, metoda uczenia perceptronu), delta rule (regu a ł
delty) oraz backpropagation (metoda wstecznej propagacji 
b dów). Najpot niejsza z nich jest metoda ostatnia, ale łę ęż
opiszemy tu najprostsz , regu  uczenia perceptronu.ą łę



Regu a uczenia perceptronuł
PLR korzysta z par wej cie – po dane wyj cie. Pocz tkowo ś żą ś ą
wszystkie wagi sieci wybieramy losowo, nast pnie iterujemy ę
cykl operacji: W ka dej iteracji podajemy wzór wej ciowy {ż ś I

1
, ..., 

I
n
} ze zbioru ucz cego. Sie  produkuje wyj cie {ą ć ś O

1
, ..., O

n
}, od 

którego odejmujemy po dane wyj cie {żą ś D
1
, ..., D

n
} otrzymuj c ą

wektor b du {łę E
1
, ..., E

n
}. D ugo  tego wektora jest miar  ł ść ą

sukcesu sieci. Je eli wektor ten ma d ugo  0, to znaczy, e ż ł ść ż
sie  wygenerowa a dany wynik dok adnie. Im d u szy wektor ć ł żą ł ł ż
b du tym gorzej poradzi a sobie sie . Ka d  wag  sieci łę ł ć ż ą ę
zmieniamy w zale no ci od warto ci sk adowej b du, z któr  ż ś ś ł łę ą
jest zwi zana. Zmodyfikowana waga przyjmuje wartoą ść

wi , j I i E j

gdzie η jest parametrem szybkości uczenia. Powinien on wynosić ok. 
0.1. Jeżeli ta stała jest za duża, wówczas sieć szybko „zapomina” to, 
czego się nauczyła. Jeżeli jest za mały, to sieć uczy się bardzo wolno. 



Metoda propagacji wstecznej

● Uogólnienie regu y uczenia perceptronuł
● Zmieniamy wagi pocz wszy od warstwy ą

wyj ciowej cofaj c si  do wej ciaś ą ę ś
● Zmiany wag zachodz  zgodnie z PLRą



Sieci ze sprz eniem zwrotnymęż

● Uogólnienie sieci 
jednokierunkowych.

● Sie  Elmana: pami ta ć ę
poprzednie wej cie ś



Modelowanie neuronu

● Firing-rate model (najprostszy)
● Integrate-and-fire model 

(proste równanie ró niczkowe)ż
● Równania Hodgkina-Huxleya

(uk ad równa  ró niczkowych)ł ń ż



Redukcja neuronu



ród a rysunków i literaturaŹ ł

● „Theoretical neuroscience”, Dayan, Abbott
● „Fundamental neuroscience”, Squire et al.
● „Principles of Neural Science” Kandel et al.
● „Neuron i sieci neuronowe”, A. Wróbel, rozdzia  III w „Mózg ł

a zachowanie”
● „Modelowanie rzeczywisto ci” IBB+IBB, rozdzia  13ś ł
● „Wprowadzenie do teorii grafów” R. J. Wilson
● „Understanding nonlinear dynamics” Kaplan, Glass



U yte programyż

● Euler
● Hopfield



ród aŹ ł

● http://www.wiw.pl/modelowanie/ 
●


