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Rzut monetg

Zatozmy, ze moneta jest symetryczna. Wtedy
prawdopodobienstwo wyrzucenia orta p_

| reszki p_jest takie samo.

Przyjeto umowe, ze suma prawdopodobienstw
wynosi 1. Zatem

p_=p = 1/2



Co to jest prawdopodobienstwo

Prawdopodobienstwo:
liczba z przedziatu od 0 do 1,
przyporzgdkowana zdarzeniu
przypadkowemu.

Liczba ta jest miarg szansy na to, ze dane
zdarzenie zajdzie.



Jak ustali¢ prawdopodobienstwo?

* na podstawie rozwazan o symetrii
* na podstawie doswiadczen

definicja czestotliwosciowa von Misesa:
prawdopodobienstwo p, zajscia zdarzenia A okreslamy

jako granice

N,

pA:limN—moW

N, —liczba zdarzen A podczas przeprowadzenia N prob



Symetryczne rozktady
prawdopodobienstwa

* rzut monetg
e rzut kostkg
e wyciggniecie karty z potasowanej talii



Weryfikacja doswiadczalna teoril

 Doswiadczenia Buffona
- 4040 rzutow
- 2048 razy reszka, 1992 orzetek
- p, = 0.5069

* Doswiadczenia Romanowskiego
- 80640 rzutow
- p, = 0.4923

* Program Buffon



Chtopcy | dziewczeta

* W badaniach demograficznych stwierdzono, ze
stosunek liczby urodzen chtopcow do wszystkich
urodzen jest liczbg statg i wynosi okoto 22/43 =
0,5116

» Kiedy Laplace odkryt, ze w Paryzu w latach 1745-

1784 liczba ta spadta do 25/49 = 0,5102 uznat, ze
COS nadzwyczajnego musiafo sie vwdarzyc

« Okazalo sie, ze ubodzy mieszkancy okolic Paryza
chetnie] podrzucali do stolicy dziewczeta niz
chtopcow



Definicja prawdopodobienstwa
Laplace'a

* Prawdopodobienstwo P(A) jest rowne
stosunkowi liczby przypadkow sprzyjajgcych
wystgpieniu zdarzenia A do wszystkich
mozliwych przypadkow

« Jak na podstawie genetyki otrzymac
stosunek liczby urodzen chtopcow do liczby
wszystkich urodzen?



Rzut dwoma kostkami

 Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia
parzystej liczby oczek?



Definicja prawdopodobienstwa
Laplace'a

* Prawdopodobienstwo P(A) jest rowne
stosunkowi liczby przypadkow sprzyjajgcych
wystgpieniu zdarzenia A do wszystkich

mozliwych przypadkow

« Jak na podstawie genetyki otrzymac
stosunek liczby urodzen chtopcow do liczby

wszystkich urodzen?



Statystyczne wtasnosci liczb rzeczywistych

Wybierzmy dowolng liczbe rzeczywista.

Co mozna powiedzieC o rozktadzie cyfr
w zapisie dziesietnym (dwojkowym, innym)
tej liczby?

Przykiad: liczby wymierne
1/5=0.2,,=0.001100110011...,

1/7 = 0.142857142857.... = 0.001001...,



Statystyczne wtasnosci liczb rzeczywistych

* Przykiad: liczby niewymierne
- 0.121121112111121111121111112...

- e=2,/182818284590452353602874 713527 ...

- 1= 3,1415926535897932384626433832795...
- V2 =1,4142135623730950488016887242097 ...

* prawdopodobienstwa wystgpienia cyfr
* prawdopodobienstwa wystgpienia par cyfr
 Program Poe i rozwiniecia liczb



Statystyczne wtasnosci liczb rzeczywistych

* Przykiad: Binarna reprezentacja liczby

= 3,141592653589793238462643383...

jest poczatkowo zdominowana przez zera:
125 zer w pierwszych 204 znakach!

To daje odchylenie prawie 23%
od wartosci sredniej.

Dopiero po 26 596 znakach
liczby zer | jedynek zrownujg sie!



Nieskonczona liczba przypadkow

» Jakie jest prawdopodobienstwo
zastania na stacji stojgcego pociagu,
jezeli wiemy, ze pociggil wjezdzajg na stacje
co 10 minut i stojg na niej minute?

e Paradoks Bertranda:
jakie jest prawdopodobienstwo tego,
Ze na chybit trafit wybrana cieciwa kota
bedzie dtuzsza od ramienia trojkata
rownobocznego wpisanego w to koto?

 Program Bertrand



Paradoks Bertranda — rozwigzanie 1

Ustalmy kierunek cieciwy,

np. pionowy. Przesuwajac <F —
cieciwe od lewa do prawa /]
widzimy, ze tylko pomiedzy
punktami a i b dlugos$é cieciwy },_,H I
jest wieksza od potowy ]
srednicy. Dtugosc ab jestrowna \ T
potowie srednicy, zatem Nl
prawdopodobienstwo jest 1/2. 0




Paradoks Bertranda — rozwigzanie 2

Rozwazmy cieciwe

zaczepiong w jednym punkKcie.
Zmieniajac je] kat nachylenia
wzgledem Srednicy

od -90 do +90 stopni dostajemy
wszystkie mozliwe cieciwy.

Te z nich, ktore ze srednicg
tworzg kat od -30 do +30 stopni
sg dtuzsze od potowy srednicy.
Zatem szukane prawdopodobienstwo
wynosi 60/180 = 1/3.




Paradoks Bertranda — rozwigzanie 3

Wybierzmy losowo

dwa punkty na okregu

taczac je cieciwa.

Pierwszy punkt jest dowolny,
drugi musi lezecC

na jednej trzeciej okregu
naprzeciwko pierwszego punktu,
zeby cieciwa byta

odpowiednio dtuga.

Zatem prawdopodobienstwo
wynosi rowniez 1/3.



Paradoks Bertranda — rozwigzanie 4

Srodek kazdej cieciwy lezy
wewnatrz kota | wyznacza
jednoznacznie jej potozenie.

Ta czescC kofa, w kiorej lezg

srodki cieciw spe’mlajapych
zadany warunek, jest rowniez
kotem o promieniu rownym [
potowie dtugosci promienia
duzego kofta.

Stosunek pola tej czesci, do pola
catego kota wynosi 1/4.



Paradoks Bertranda — podsumowanie
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Ktore rozwigzanie jest poprawne?



Metoda Monte Carlo

* Metoda Monte Carlo
polega na wykonaniu
wielu eksperymentow losowych
w celu oszacowania wyniku.

 Program Ulam:

pole prostokata: funkcja stata
pole trojkata: x
pole kota i liczba 1t V(1-x2)




Ciagi liczb losowych

 Czy cigg 0,1,0,1,0,1,... jest losowy?

* Napisz na kartce cigg zer | jedynek o
dtugosci 100 znakow

e Policz ile jest w tym ciggu podciggow
ztozonych z trzech, czterech i pieciu jedynek

 Porownaj z wynikami wygenerowanymi przez
program Bernoulli



Prawdopodobienstwo wylosowania
ciggow samych jedynek

* Aby uzyskacC samotng jedynke w binarnym
ciagu trzeba wyrzucic po kolei 0,1,0 —
prawdopodobienstwo 2 * 2 * 72 = 1/8

* Aby uzyskac n jedynek w binarnym ciggu
trzeba wyrzucic po kolei 0,1, ... ;1,0 — to daje
prawdopodobienstwo

1 1

— Xk —k_ .k

1 1
s Rk —
2 2 2 2

1
2

| -

~—

e Zatem prawdopodobiyer’wstwo wyrzucenia
0,7/,8 jedynek pod rzad to odpowiednio
1/256, 1/512 1 1/1024



Prawdopodobienstwo wylosowania
ciggow samych jedynek

Jezeli prawdopodobienstwo wyrzucenia
8 jedynek pod rzad to 1/1024, ile razy trzeba
rzuciC moneta, zeby srednio zaobserwowac
jeden ciag 8 jedynek w serii?



Deska Galtona

Pochylona deska z
wbitymi gwozdziami
utozonymi w trojkat.
Mozna jej uzycC do
wizualizacji
wielokrotnego
rzucania monetg




Deska Galtona

» Jezeli prawdopodobienstwo skoku w prawo lub
w lewo na kazdym gwozdziu jest takie samo,
to prawdopodobienstwo rozktadu na ostatnim
poziomie dane jest przez trojkgt Pascala

* Program Galton
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Trojkat Pascala

Trojkat Pascala powstaje przy obliczaniu n-tej potegi
dwumianu. Kazdy wspotczynnik w trojkacie Pascala
rowny jest liczbie drog jakimi mozna do niego dojsc¢
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Wspotczynniki dwumianu

e Liczby w n-tym wierszu trojkata Pascala,
zwane wspotczynnikami dwumianowymi,
oznhaczane sg symbolem Newtona
| dane sg wzorem:

ny\ __ n!
<k>_k!(n—k)!

« Zatem prawdopodobienstwa trafienia do
odpowiedniej przegrodki wynoszg

e Zachodzi



Btadzenie przypadkowe

* Ruch punktu na prostej
lub w przestrzeni o dowolnym wymiarze
polegajacy na wykonywaniu
losowych krokow o state] diugosci
w jednym z kilku wybranych kierunkow.

* Deska Galtona jest rownowazna btgdzeniu
przypadkowemu na prostej.

e Btadzenie przypadkowe jest modelem ruchu
czastki Browna



Spacery losowe — model dyfuzji

» Btgdzenie przypadkowe (spacer losowy) w
przestrzeni stanowi model dyfuzji i ruchow
Browna — rozprzestrzeniania sie czgsteczek
w danym srodowisku.

« Srednia odlegto$¢ od punktu poczatkowego
rosnie z czasem : jak vt

 Program Smoluchowski



Wzor Stirlinga

* Prawdopodobienstwo powrotu do miejsca
startu wynosi (2n)!

2n,n)=
p(2n.n) 2" nin!

e Dlan=24,6,8,10,12... otrzymujemy
1/2, 3/8, 5/16, 35/128, 63/256, 231/1024...
e Ze wzoru Stirlinga

nl~+2mnn"e"

otrzymujemy przyblizenie: \5

p(Zn,n)N\/—n
1T




Asymptotyka rozktadu dwumianowego

* Widzimy, ze prawdopodobienstwo powrotu
czgstki do punktu startu maleje do O

* Zauwazmy, ze takze liczba mozliwych
wynikow rosnie. Zeby badac zachowanie
rozktadu dla duzych n musimy go
znormalizowac.

» Mnozac prawdopodobienstwa przez vV n/2
| tak samo zwiekszajgc skale na osi x
otrzymujemy dla duzych n rozktad Gaussa:

p(x)=v1/mexp(—x’)



Asymptotyka rozktadu dwumianowego

* Mnozac prawdopodobienstwa przez v n/2
| tak samo zwiekszajgc skale na osi x
otrzymujemy dla duzych n rozktad Gaussa:

p(x)=+1/mexp(—x°)

=4 5 n=8 ® n=16 °




Generatory liczb losowych

 Komputery generujg liczby pseudolosowe,
nie losowe.

* Wygenerowane liczby powtarzajg sie po
pewnym czasie. Im dtuzszy okres, tym
lepszy generator. Im lepieje ,potasowane”
liczby, tym lepszy generator.



Inne zrodta liczb losowych

e Tabele liczb losowych,
np. rozwiniecia liczb normalnych

 Pomiary fizyczne odpowiednich uktadow

* Do czego potrzebujemy losowych ciggow?
Do kazdego praktycznego zastosowania

teorii prawdopodobienstwa:
- WyDbOor probki statystycznej

- Gry matematyczne (np. negocjacje)
— Obliczenia metodg Monte Carlo



Liczby normalne ponownie

e Liczba normalna — liczba, w ktorej
rozwinieciu w danym uktadzie kazdy blok cyfr
jest tak samo prawdopodobny jak kazdy inny
blok te] samej dtugosci

* Rozwijajg liczbe normalng w bazie o
podstawie 36 mozemy generowac losowe

teksty: 10 cyfr + 26 liter tacinskich, albo 35
polskich liter | spacja.

* Przyktad rozwiniecia liczby pi po polsku.



Prawdopodobienstwo wystgpienia
dowolnego tekstu

* Trzydziestotomowa encyklopedia Brytannica
zawiera okoto 30 miliondw znakow.
Prawdopodobienstwo wystgpienia jej tekstu
w przypadkowym tekscie wynosi

1 30000000N 1 45000 000
36 10

* Prawdopodobienstwo wystgpienia krotkich
stow, jak ,Budda” wynosi

1Y (1
36 60000 000

czyli w tekscie dtugosci 60 min znakow oba
te stowa powinny wystapicC przynajmniej raz




Kodowanie tekstow w rozwinieciach

e Znajdowanie tekstow w rozwinieciach liczb
normalnych nie tylko zalezy od podstawy ale
| od kodowania, tj. od tego co przypiszemy
danemu symbolowi w rozwinieciu



Grafy i siec

Mosty Krolewca: wtasnosci topologiczne
Problem komiwojazera: wtasnosci metryczne

Jezyki naturalne:
opis obiektow nieskonczonych

Mate swiaty i inne sieci



Mosty Krolewca

 Czy mozna przejsc¢ Krolewiec przechodzgc
kazdy most doktadnie raz?




Mosty Krolewca

 Czy mozna usungc¢ jeden most tak by dato sie
przejsc Krolewiec przechodzac kazdy most
oktadnie raz?

* Czy z kazdego miejsca mozna wtedy wykonac
peten spacer?




Graf reprezentujgcy mosty Krolewca

* Potrzebujemy informacji o potgczeniach
poszczegolnych obszarow lgdu

* \Wtasnosci obiektu, ktore nie zmieniajg sie
przy jego odksztatceniach (bez rozrywania)
to wlasnosci topologiczne

* Mosty Krolewca mozna reprezentowac przy
pomocy grafu

 Cykl Eulera




Grafy eulerowskie | poteulerowskie




Graf

* Punkty oznaczajgce obszary ladu to
wierzchoftki grafu

* Potagczenia miedzy obszarami (mosty) to
krawedzie grafu

* Minimalny model grafu sktada sie z
wierzchotkow | krawedzi.
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Inne typy grafow

* Minimalny model grafu mozna rozbudowac:
- Przypisujgc kazdemu z wierzchotkow lub
krawedzi etykiete (napis) lub wage (liczbe
rzeczywisty)

— Ustalajac kierunek krawedzi (np. ulice
jednokierunkowe) — graf skierowany

- Drzewa to spojne (= niepodzielne bez przeciecia
krawedzi) grafy nie zawierajgce cykli
(= zamknietych drog)



Przyktad drzewa

Czesto wyrdzniamy jeden
Z weziow drzewa
nazywany korzeniem.
Wtedy kazdy wezet w
drzewie ma dokfadnie
jednego sasiada, ktory jest
blizej korzenia od niego.
Ten sgsiad nazywa sie
jego rodzicem, pozostali
sgsiedzi to dzieci. Wezet
bezdzietny nazywa sie
liSciem.



Problem
komiwojazera

» Ktora droga jest
najlepsza
(najkrotsza)?

 minimalny cykl
Hamiltona




Problem komiwojazera

* Nie istnieje efektywny algorytm rozwigzujacy
bezbtednie problem komiwojazera dla
duzych grafow w krotkim czasie

 Problem NP-zupetny

* |stniejg za to efektywne algorytmy
heurystyczne, ktore szybko przyblizajg
najkrotszg droge



Jezyki naturalne

» Graf generujacy podzbior zdan jezyka
polskiego

* Inne przyktady automatow skonczonych (np.
sieci boolowskie)

W [LH\]LEL'!

™,
|’l-|.
/

kota
L E1|m,_u .

3‘@@9 ko

I 1]111le 10

Ala ma
@,

/ y \
r \

/ \

\ \
g .

bardzo 3



Sieci to tez grafy

Przyktady sieci: Internet, ekosystem,
spotecznosc, znajomi,sieC energetyczna, itd.

Struktura sieci
Ewolucja sieci
Ewolucja na sieci



