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Ciagi liczb losowych

 Czy cigg 0,1,0,1,0,1,... jest losowy?

* Napisz na kartce cigg zer | jedynek o
dtugosci 100 znakow

e Policz ile jest w tym ciggu podciggow
ztozonych z trzech, czterech i pieciu jedynek

 Porownaj z wynikami wygenerowanymi przez
program Bernoulli



Prawdopodobienstwo wylosowania
ciggow samych jedynek

* Aby uzyskacC samotng jedynke w binarnym
ciagu trzeba wyrzucic po kolei 0,1,0 —
prawdopodobienstwo 2 * 2 * 72 = 1/8

* Aby uzyskac n jedynek w binarnym ciggu
trzeba wyrzucic po kolei 0,1, ... ;1,0 — to daje
prawdopodobienstwo
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e Zatem prawdopodobiyer’wstwo wyrzucenia
0,7/,8 jedynek pod rzad to odpowiednio
1/256, 1/512 1 1/1024



Prawdopodobienstwo wylosowania
ciggow samych jedynek

Jezeli prawdopodobienstwo wyrzucenia
8 jedynek pod rzad to 1/1024, ile razy trzeba
rzuciC moneta, zeby srednio zaobserwowac
jeden ciag 8 jedynek w serii?



Deska Galtona

Pochylona deska z
wbitymi gwozdziami
utozonymi w trojkat.
Mozna jej uzycC do
wizualizacji
wielokrotnego
rzucania monetg




Deska Galtona

» Jezeli prawdopodobienstwo skoku w prawo lub
w lewo na kazdym gwozdziu jest takie samo,
to prawdopodobienstwo rozktadu na ostatnim
poziomie dane jest przez trojkgt Pascala

* Program Galton
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Trojkat Pascala

Trojkat Pascala powstaje przy obliczaniu n-tej potegi
dwumianu. Kazdy wspotczynnik w trojkacie Pascala
rowny jest liczbie drog jakimi mozna do niego dojsc¢
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Wspotczynniki dwumianu

e Liczby w n-tym wierszu trojkata Pascala,
zwane wspotczynnikami dwumianowymi,
oznhaczane sg symbolem Newtona
| dane sg wzorem:

ny\ __ n!
<k>_k!(n—k)!

« Zatem prawdopodobienstwa trafienia do
odpowiedniej przegrodki wynoszg

e Zachodzi



Btadzenie przypadkowe

* Ruch punktu na prostej
lub w przestrzeni o dowolnym wymiarze
polegajacy na wykonywaniu
losowych krokow o state] diugosci
w jednym z kilku wybranych kierunkow.

* Deska Galtona jest rownowazna btgdzeniu
przypadkowemu na prostej.

e Btadzenie przypadkowe jest modelem ruchu
czastki Browna



Spacery losowe — model dyfuzji

» Btgdzenie przypadkowe (spacer losowy) w
przestrzeni stanowi model dyfuzji i ruchow
Browna — rozprzestrzeniania sie czgsteczek
w danym srodowisku.

« Srednia odlegto$¢ od punktu poczatkowego
rosnie z czasem : jak vt

 Program Smoluchowski



Wzor Stirlinga

* Prawdopodobienstwo powrotu do miejsca
startu wynosi (2n)!

2n,n)=
p(2n.n) 2" nin!

e Dlan=24,6,8,10,12... otrzymujemy
1/2, 3/8, 5/16, 35/128, 63/256, 231/1024...
e Ze wzoru Stirlinga

nl~+2mnn"e"

otrzymujemy przyblizenie: \5

p(Zn,n)N\/—n
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Asymptotyka rozktadu dwumianowego

* Widzimy, ze prawdopodobienstwo powrotu
czgstki do punktu startu maleje do O

* Zauwazmy, ze takze liczba mozliwych
wynikow rosnie. Zeby badac zachowanie
rozktadu dla duzych n musimy go
znormalizowac.

» Mnozac prawdopodobienstwa przez vV n/2
| tak samo zwiekszajgc skale na osi x
otrzymujemy dla duzych n rozktad Gaussa:

p(x)=v1/mexp(—x’)



Asymptotyka rozktadu dwumianowego

* Mnozac prawdopodobienstwa przez v n/2
| tak samo zwiekszajgc skale na osi x
otrzymujemy dla duzych n rozktad Gaussa:

p(x)=+1/mexp(—x°)

=4 5 n=8 ® n=16 °




Generatory liczb losowych

 Komputery generujg liczby pseudolosowe,
nie losowe.

* Wygenerowane liczby powtarzajg sie po
pewnym czasie. Im dtuzszy okres, tym
lepszy generator. Im lepieje ,potasowane”
liczby, tym lepszy generator.



Inne zrodta liczb losowych

e Tabele liczb losowych,
np. rozwiniecia liczb normalnych

 Pomiary fizyczne odpowiednich uktadow

* Do czego potrzebujemy losowych ciggow?
Do kazdego praktycznego zastosowania

teorii prawdopodobienstwa:
- WyDbOor probki statystycznej

- Gry matematyczne (np. negocjacje)
— Obliczenia metodg Monte Carlo



Liczby normalne ponownie

e Liczba normalna — liczba, w ktorej
rozwinieciu w danym uktadzie kazdy blok cyfr
jest tak samo prawdopodobny jak kazdy inny
blok te] samej dtugosci

* Rozwijajg liczbe normalng w bazie o
podstawie 36 mozemy generowac losowe

teksty: 10 cyfr + 26 liter tacinskich, albo 35
polskich liter | spacja.

* Przyktad rozwiniecia liczby pi po polsku.



Prawdopodobienstwo wystgpienia
dowolnego tekstu

* Trzydziestotomowa encyklopedia Brytannica
zawiera okoto 30 miliondw znakow.
Prawdopodobienstwo wystgpienia jej tekstu
w przypadkowym tekscie wynosi

1 30000000N 1 45000 000
36 10

* Prawdopodobienstwo wystgpienia krotkich
stow, jak ,Budda” wynosi

1Y (1
36 60000 000

czyli w tekscie dtugosci 60 min znakow oba
te stowa powinny wystapicC przynajmniej raz




Kodowanie tekstow w rozwinieciach

e Znajdowanie tekstow w rozwinieciach liczb
normalnych nie tylko zalezy od podstawy ale
| od kodowania, tj. od tego co przypiszemy
danemu symbolowi w rozwinieciu



